















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































L'etude de la geometrie locale d'un espace analytique complexe X au voisinage d'un point
singulier x est intimement liee au comportement des espaces tangents a X au voisinage de x:
Ce point de vue etudie notamment par H. Whitney, D.T. Le^ et B. Teissier (cf. [31], [15], [14],
[28], [18] ...) a largement contribue a la classication et a l'etude de l'equisingularite des espaces
analytiques.
Considerons un espace analytique equidimensionnel X plonge dans Cl
N
de dimension d et x
un point singulier de X: Notons  l'application qui associe a tout point non-singulier de X la
direction de l'espace tangent a X en ce point. L'adherence du graphe de  dans X  G(d; n)
munie de la restriction de la premiere projection  :
~
X ! X est la modication de Nash de
l'espace X: La bre 
 1
(x) est identiee a l'ensemble des directions limites d'espaces tangents
a X en x:
Cet ensemble n'est connu explicitement que dans certains cas particuliers. Dans le cas des
courbes, c'est l'ensemble des composantes irreductibles du co^ne tangent. Dans le cas des hy-
persurfaces a singularites isolees de Cl
3
; J.P.G. Henry et D.T. Le^ en donnent une description
explicite dans [15]. Une caracterisation numerique dans le cas des hypersurfaces a singularites
isolees est donnee par B. Teissier dans [28]. Des caracterisations geometriques sont egalement
faites dans le cas des surfaces dans [14] et dans des situations generales dans [17] et [18].
Dans ce travail, nous nous consacrons au cas des surfaces normales plongees dans Cl
N
. Un
hyperplan tangent a la surface en un point non-singulier est un hyperplan de Cl
N
qui contient le
plan tangent a la surface en ce point. Nous etudions en detail l'ensemble des limites d'hyperplans
tangents a une surface normale en des suites de points non-singuliers qui convergent vers ses
points singuliers. L'idee de considerer des hyperplans tangents, comme dans [18], permet dans
le cas des surfaces normales d'exprimer les resultats plus simplement. Nous remplacons pour
cela la modication de Nash par le morphisme conormal. Plus precisement nous donnons une
generalisation des resultats connus dans le cas des hypersurfaces de Cl
3
a singularites isolees.
Dans [28], B. Teissier caracterise les hyperplans qui ne sont pas limites d'hyperplans tangents
a une hypersurface a singularites isolees par la minimalite du nombre de Milnor de la section
hyperplane aux points singuliers. Nous demontrons (theoreme 4.2) que cette caracterisation est
encore valable dans le cas des surfaces normales. Pour cela, nous avons besoin d'une denition
du nombre de Milnor pour des courbes gauches. Nous utiliserons la generalisation du nombre
de Milnor pour une courbe gauche reduite donnee dans [1]. Une telle approche pourrait e^tre
generalisee aux dimensions superieures si l'on dispose d'une denition raisonnable d'un nombre
de Milnor generalise.
Dans [17] (x2.1), D.T. Le^ et B. Teissier mettent en evidence sur le co^ne tangent d'une surface
S en un point singulier ; un nombre ni de generatrices, dites tangentes exceptionnelles de la
surface en ; qui permettent de decrire l'ensemble des limites d'hyperplans tangents a la surface
au voisinage de  comme reunion de l'ensemble des hyperplans tangents au co^ne tangent le long
de ses generatrices et de l'ensemble des hyperplans contenant une tangente exceptionnelle. Dans
[15], J.P.G. Henry et D.T. Le^, demontrent que les tangentes exceptionnelles d'une hypersur-
face de Cl
3
a singularites isolees correspondent aux points, dans les courbes exceptionnelles des
eclatements des points singuliers, ou il y a perte d'equisingularite de la surface eclatee le long
des courbes exceptionnelles. En utilisant la notion de resolution simultanee faible (cf. [27] et
[1] xx4 et 5), nous demontrons, dans le cas des surfaces normales de Cl
N
(theoreme 5.6), que les
tangentes exceptionnelles correspondent aux points ou, localement, la famille des sections hyper-
planes n'admet pas de resolution simultanee faible. Ce qui nous permettra de determiner avec
precision les tangentes exceptionnelles d'une surface normale (theoreme 5.8). Nous en deduirons
une relation entre les sections hyperplanes que G. Gonzalez-Sprinberg et M. Lejeune-Jalabert ap-
2
pellent sections hyperplanes generales dans [9] (denition 4) et les sections hyperplanes denies
par des hyperplans qui ne sont pas des limites d'hyperplans tangents a la surface en ses points
singuliers.
Dans [22] (III. remarque 3.12), M. Spivakovsky pose la question de savoir si les points singuliers
de l'eclatement des singularites d'une surface a singularites rationnelles sont des points xes
du systeme lineaire des courbes polaires dans l'eclatement. En remarquant que les tangentes
exceptionnelles sont les tangentes xes du systeme lineaire des courbes polaires, nous pouvons
repondre positivement a cette question dans le cas general des surfaces normales (theoreme 6.6).
Nous donnons egalement une formulation de ce resultat en terme de contraction des composantes
de Tyurina d'une desingularisation de la surface (theoreme 6.9). Pour cela, en utilisant un
resultat de [9] sur la contraction des composantes irreductibles du diviseur exceptionnel dans
une resolution raisonnable, nous expliquons que la notion de composantes de Tyurina introduite
pour les singularites rationnelles de surface dans [30], se prolonge au cas des surfaces normales
comme l'a remarque M. Spivakovsky dans [22] (III. lemmme 7.1).
2 Denitions et resultats generaux
Soit (X;x
0
) un germe d'espace analytique equidimensionnel reduit de dimension d que l'on
supposera plonge dans (Cl
N





) et par X
0
le lieu non-singulier de X:
Notons I l'ideal de Cl fx
1
;    ; x
N










;    ; x
N




















constitue des couples (x; ) ou x 2 X
0
et  : Cl
N


















) est appelee espace conormal associe a X dans Cl
N
; on le note C(X;Cl
N
):
On note  : C(X;Cl
N











N + d  1 (cf. [26]).
Si x designe un point non-singulier de l'espace X; l'ensemble j
 1
(x)j correspond a l'ensemble
des hyperplans de Cl
N
tangents a l'espace X en x.
On dit qu'un hyperplan H de Cl
N
est une limite d'hyperplans tangents a l'espace X en x
0
s'il
existe une suite de points non-singuliers (x
n
) de X qui converge vers x
0





telles que pour tout n l'hyperplanH
n
soit tangent aX en x
n















)j est l'ensemble des hyperplans
limites d'hyperplans tangents a X en x
0




)j: L'essentiel de ce travail
est consacre a l'etude de ce dernier ensemble dans le cas ou X est une surface normale en x
0
:
Denition 2.2 Nous dirons qu'un hyperplan de Cl
N
est general s'il n'est pas une limite d'hy-





Si l'on designe par I
0
l'ensemble des formes initiales en x
0
des elements de l'ideal I; alors
l'ensemble I
0
est un ideal homogene de Cl [x
1
;    ; x
N
]:
Denition 2.3 L'espace deni par l'ideal homogene I
0
est le co^ne tangent de l'espace X en x
0
:











; associe au co^ne C
X;x
0




2.3 Eclatement d'un point
Une secante a X en x
0
est une droite (x
0
x) qui joint le point x
0
a un point x de X dierent
de x
0




est une limite de secantes a X en x
0
s'il existe une
suite de points (x
n
) de X qui converge vers x
0

















l'adherence du graphe de  dans X  Pl
N 1
et e la restriction a X
0
de la premiere




est un sous-espace analytique de X Pl
N 1
de dimension
d (cf. [31] 8.6).
Denition 2.4 Le morphisme e : X
0
! X est l'eclatement du point x
0
dans X:
Le morphisme e est propre et induit un isomorphisme au-dessus de X   fx
0
g:










L'eclatement du point x
0









est denie par l'ideal localement inversible mO
X;x
0
: Cette bre est le diviseur exceptionnel de
l'eclatement e.







; autrement dit, les generatrices du
co^ne tangent a X en x
0
sont les limites des secantes a X en x
0
.
2.4 Liens entre les limites d'hyperplans tangents et le co^ne tangent
Un resultat du^ a H. Whitney, dans [31] (theoreme 22.1), applique aux limites d'hyperplans
tangents permet de relier le co^ne tangent a l'ensemble des hyperplans limites d'hyperplans
tangents a X en x
0
:
Theoreme 2.5 Si (x
n









) = l et si (H
n
) est une suite d'hyperplans tangents a X en x
n
qui converge vers
un huperplan H; alors on a l  H:
En particulier toute generatrice du co^ne tangent a X en x
0
est contenue dans une limite
d'hyperplans tangents a X en x
0
et reciproquement, toute limite d'hyperplans tangents contient
une generatrice du co^ne tangent.
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Remarque 2.6 Dans le cas ou le germe (X;x
0




est une reunion d'un nombre ni de droites. Chacune de ces droites est la limite de
droites tangentes a l'une des branches (composantes analytiquement irreductibles) de la courbe
au voisinage du point x
0
. Par abus de langage, les droites du co^ne tangent sont appelees les
tangentes aux branches de la courbe X en x
0
: Dans ce cas, l'ensemble des limites d'hyperplans
tangents a X au voisinage de x
0
est l'ensemble des hyperplans de Cl
N
qui contiennent une droite
du co^ne tangent.
Dans [14] (theoreme 1.2.1), D. T. Le^ demontre le resultat suivant :
Theoreme 2.7 Soit (X;x
0
) un germe d'espace analytique equidimensionnel reduit. Il existe




j tel que pour toute generatrice l du co^ne contenue
dans 
 et pour toute suite (x
n









) = l; et si (H
n
) est une suite d'hyperplans tangents a X en x
n
qui converge vers un
hyperplan H; alors l'hyperplan H est tangent au co^ne jC
X;x
0
j le long de la generatrice l:
Une consequence de ce theoreme est que tout hyperplan tangent au co^ne jC
X;x
0
j le long d'une
generatrice non-singuliere du co^ne, ou qui est une limite d'hyperplans tangents au co^ne au
voisinage d'une generatrice singuliere est une limite d'hyperplans tangents a l'espace X en x
0
;
(voir le paragraphe suivant pour la tangence a un co^ne le long d'une generatrice). En general,
cette inclusion n'est pas une egalite comme le montre l'exemple suivant :
Exemple 2.8 L'hypersurface S de Cl
3






= 0 a une singularite
isolee en 0. Le co^ne C
S;0




= 0 ; c'est la reunion de deux plans.
Chacun de ces deux plans est une limite de plans tangents a S a l'origine. Cependant, tout
plan de Cl
3
d'equation ax+ by = 0 ; a; b 2 Cl , est aussi une limite d'hyperplans tangents a S au
voisinage de 0.
2.5 Cas d'un co^ne de dimension 2
Avant de traiter le cas des surfaces normales, nous allons etudier l'ensemble des limites
d'hyperplans tangents a un co^ne de dimension 2 en son sommet. La raison en est que le theoreme
2.7 fait intervenir l'ensemble des hyperplans tangents au co^ne tangent dans l'etude des limites
d'hyperplans tangents a un espace donne.
Soit (X;x
0
) un co^ne de dimension 2 reduit de sommet x
0









est simpliee par le fait qu'elle se ramene
a l'etude des espaces tangents a la courbe projective projX:
En eet, l'homogeneite des polyno^mes denissant le co^ne (X;x
0
) implique qu'un point x du
co^ne dierent de x
0
est singulier si et seulement si tous les points de la generatrice (xx
0
) du co^ne
sont singuliers, ce qui est encore equivalent au fait que le point de la courbe projX correspondant
a cette generatrice est singulier ; nous dirons alors que la generatrice (xx
0
) est singuliere.
Par abus de langage nous dirons qu'une generatrice du co^ne est non-singuliere quand tous ses
points autres que le sommet du co^ne sont non-singuliers ; ce qui equivaut a dire que le point lui
correspondant dans la courbe projX est non-singulier.
Si une generatrice l du co^ne est non-singuliere, alors un hyperplan de Cl
N
est tangent au co^ne
en un point de l (6= x
0
) si et seulement s'il est tangent au co^ne en tout point de l (6= x
0
) ; on
dira alors que cet hyperplan est tangent au co^ne le long de la generatrice l.
Soient H un hyperplan de Cl
N









) le long de la generatrice l si et seulement si l'hyperplan projH contient la droite
tangente a la courbe projX au point l
0
.
Par extension au cas des generatrices singulieres du co^ne (X;x
0
), on dira qu'un hyperplan H
est tangent au co^ne le long d'une generatrice l si l'hyperplan projectif projH contient la tangente
a l'une des branches de la courbe projX au point l
0
correspondant a la generatrice l.
Dans [23] (1.12), on demontre le resultat suivant :
Proposition 2.9 L'ensemble des limites d'hyperplans tangents a un co^ne X de dimension 2 en
son sommet est l'ensemble des hyperplans tangents au co^ne le long de ses generatrices (singulieres
ou non). On notera cet ensemble T (X).
Nous appliquerons les resultats de ce paragraphe au co^ne tangent d'une surface normale en
un point singulier.
2.6 Cas d'une surface normale
Considerons le cas ou le germe d'espace analytique (X;x
0





. Pour simplier les notations, nous supposerons, quitte a faire un changement
de variable, que le point x
0
est l'origine 0 de Cl
N
.
Denition 2.10 Un germe de surface analytique (S; 0) est normal si l'anneau des fonctions
holomorphes O
S;0
est integre et integralement clos dans son corps des fractions.
Dans toute la suite de ce travail nous allons nous restreindre au cas d'un germe de surface
normale.
La denition precedente est equivalente a dire que le germe de surface (S; 0) est a singularite
isolee et que l'anneau O
S;0
est Cohen-Macaulay (cf. [21] VI x2, [34] appendice 6 et [3] theoreme
18.15).
Nous designerons par S un representant susamment petit du germe (S; 0):
Le co^ne tangent C
S;0
de la surface S en 0 etant une surface, d'apres la proposition 2.9, le





Dans [17] (2.1.3), D.T. Le^ et B. Teissier etablissent un resultat qui permet de determiner
l'ensemble des limites d'hyperplans tangents a une surface normale au voisinage de l'origine. Ce
resultat est egalement contenu dans [5] (page 23).
Theoreme 2.11 Il existe un nombre ni de generatrices l
1




j telles que l'ensemble
j
 1
(0)j soit la reunion de T (jC
S;0





; 1  i  k:
Denition 2.12 Les generatrices du co^ne tangent citees ci-dessus sont appelees tangentes ex-
ceptionnelles de S en 0.
Une partie importante de ce travail consiste a caracteriser puis determiner les tangentes ex-
ceptionnelles d'une surface normale.
3 Projections lineaires
Dans cette section, nous etudions le comportement des limites d'hyperplans tangents a une
surface normale sous l'eet d'une projection generique sur un plan complexe.






; qui a pour noyau un (N   2)-plan L; induit un
morphisme 
L




Nous dirons que la projection 
L
: S ! U est generique si le morphisme 
L





en 0 est egal a la multiplicite m(S; 0) de la surface S en 0. Precisons que, par
ailleurs, la multiplicite m(S; 0) est la multiplicite de l'ideal maximal m de l'anneau local O
S;0
:
D'apres [25] (I.5.2), on a :






induit sur S une projection generique
si et seulement si le noyau L de p
L
ne contient aucune generatrice du co^ne tangent a S en 0 ;
i.e. L \ jC
S;0
j = f0g.
3.1 Lieu critique et discriminant
Considerons un morphisme  : S ! U d'une surface normale sur un ouvert de Cl
2
.
Un point non-singulier de la surface S est dit critique pour le morphisme  si ce morphisme
n'est pas de rang maximum au voisinage de ce point.
Nous denissons le lieu critique de la projection  comme etant l'ensemble reduit sous-jacent
a l'adherence dans S du lieu critique de la restriction de  au lieu non-singulier de S. Nous le
noterons C() ; c'est une courbe reduite.
Quand la projection  est un morphisme ni nous denissons le lieu discriminant de  comme
etant l'ensemble reduit sous-jacent a l'image par  du lieu critique C() ; nous le noterons j

j.
C'est une courbe reduite dans l'ouvert U de Cl
2
.
Considerons une situation locale, ou S est un representant d'un germe de surface normale
et U est un voisinage ouvert de l'origine dans Cl
2
. Un point generique, x, d'une composante
analytiquement irreductible du lieu discriminant est aecte d'une multiplicite que l'on calcule
comme suit : La restriction de , au dessus d'un voisinage de x, a l'image reciproque par 
d'une droite transverse a la composante irreductible contenant x est un morphisme ni entre
deux courbes non-singulieres. Le point x est une valeur critique pour ce morphisme. Si l'on note

y
l'indice de ramication de ce morphisme en un point y au-dessus de x alors la multiplicite








  1) (voir [7] p. 217). Quand la surface S et
l'ouvert U sont susamment petits, la semi-continuite du degre de la projection implique que
la multiplicite m
x
est la me^me en tout point de la branche donnee, dierent de l'origine.
Le lieu discriminant de la projection  etant une hypersurface dans U; il est deni par une fonc-
tion f . Notons f
i
, i = 1;    ; r les composantes analytiquement irreductibles de f au voisinage
de l'origine et m
i
la multiplicite aectee aux points generiques de chacune de ces composantes.









. On le notera 

.
Le discriminant deni ci-dessus est la clo^ture schematique du discriminant usuel de la restric-
tion de la projection au lieu non-singulier de la surface.
Le lieu discriminant est l'ensemble sous-jacent au discriminant.
Dans [29] (xx1 et 2), B. Teissier denit l'espace discriminant en terme d'ideaux de Fitting. La
denition que l'on donne ne permet pas d'etablir l'invariance par changement de base, cependant
elle assure l'inexistence de composantes immergees.
Dans le cas ou la surface S est une intersection complete ces deux denitions sont equivalentes
(voir [28] III. proposition 4).
Cette modication de la denition du discriminant nous permet d'enoncer le lemme 4.4 dans
la section suivante.
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3.2 Un lemme cle
Nous donnons maintenant la caracterisation suivante des hyperplans generaux, en rappelant
qu'un hyperplan de Cl
N
est general s'il n'est pas une limite d'hyperplans tangents a la surface
en 0.
Theoreme 3.3 Un hyperplan H de Cl
N
est general si et seulement s'il existe un (N   2)-plan
L  H tel que L \ jC
S;0
j = f0g et 
L









en 0, ou 
L
est induit par la projection lineaire de noyau L.
Ce theoreme est a la source des principaux resultats enonces dans ce travail.
Demonstration : Nous suivons une demarche similaire a celle de D. T. Le^ dans [14] (lemme
2.3.1).
Commencons par prouver qu'un hyperplan H de Cl
N
qui contient un (N   2)-plan L veriant
L \ jC
S;0
j = f0g et tel que 
L







en 0 est une limite d'hyperplans tangents a S en 0.
Precisons que puisque le (N 2)-plan L est un hyperplan deH et que pour un choix convenable
du representant S et de l'ouvert U la projection 
L
: S ! U est nie et surjective, l'image

L






qui est une droite D de Cl
2
.




j; il existe une suite de droites
(T
n
); tangentes au lieu discriminant j
L
j en des points non-singuliers y
n
et qui converge vers
D: Il existe une suite de points non-singuliers (x
n
) de S contenue dans le lieu critique de 
L




























Par ailleurs, d'apres le theoreme de Bertini (cf. [2] theoreme 20.1), en choisissant un representant
susamment petit du germe (S; 0); la restriction du morphisme 
L
a son lieu critique est sans
point critique sauf eventuellement a l'origine. Ainsi, le morphisme 
L
est de rang 1 en tout point

































vers un hyperplan que l'on notera H
1





















= D = p
L
(H):
Les deux hyperplans H et H
1
sont donc egaux ; et par suite l'hyperplan H est une limite
d'hyperplans tangents a la surface S en 0.




Nous allons montrer que dans ce cas, l'hyperplan H contient une composante irreductible du
co^ne jC
S;0
j: En eet, si l'hyperplan H ne contient aucune composante irreductible de jC
S;0
j alors
l'intersection des espaces projectifs projH et projjC
S;0
j est un nombre ni de points de Pl
N 1
:
Il existe donc un ouvert dense de l'ensemble des hyperplans de projH tel que tout element de
cet ouvert ne contient aucun des points de projH \ projjC
S;0
j. Par consequent, un hyperplan
general L de H n'a aucune droite en commun avec jC
S;0
j et donc L \ jC
S;0
j = f0g.
Ainsi, si pour tout hyperplan L deH l'intersection L\jC
S;0
j n'est pas reduite a f0g; l'hyperplan
H contient une composante irreductible du co^ne tangent. D'apres le theoreme 2.11, l'hyperplan
H est une limite d'hyperplans tangents a S au voisinage de 0.
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Ceci acheve la preuve d'une implication, a savoir que si un hyperplan H est general alors il
contient un (N   2)-plan L veriant L\ jC
S;0
j = f0g et tel que 
L










qui est une limite d'hyperplans tangents
a la surface S en 0.






le morphisme induit sur l'espace conormal de S dans Cl
N
par




: Nous noterons (0;H
0























le germe de morphisme induit par  au voisinage de (0;H
0
):













) est l'ensemble des couples (x;H
0





x 2 S et H
0
est tangent ou limite d'hyperplans tangents a S en x.





) = 2; 1, ou 0.
Les deux premiers cas, sont des situations identiques a celles de [14] (lemme 2.3.1). Dans le
premier cas, tous les hyperplans de H
0
ont une generatrice en commun avec le co^ne tangent C
S;0
.
Dans le second, si L est un hyperplan de H
0
veriant L \ jC
S;0





\S), de la section H
0




Dans le troisieme cas, le morphisme 
0





l'ensemble des hyperplans de Cl
N







de dimension 1. Rappelons que  : C(S;Cl
N
) ! S designe le morphisme
conormal de S dans Cl
N





)). Montrons que dim(C) = 1 :







)) = 1: Le morphisme conormal  etant propre,
l'espace C est un sous-espace analytique de S de dimension 1 ou 0. Si dim(C) = 0, on aura





) est l'ensemble des couples (0;H), ou H est un hyperplan de Cl
N
qui
contient L et qui est une limite d'hyperplans tangents a S en 0. Autrement dit, tout hyperplan
de Cl
N
contenant L est une limite d'hyperplans tangents la surface S en 0. Si L \ jC
S;0
j = f0g,
il existe des hyperplans de Cl
N
qui contiennent L et qui ne sont pas des limites d'hyperplans
tangents. Donc la dimension de C ne peut pas e^tre 0. Donc le sous-espace C de S est de
dimension 1.
La courbe C est une composante du lieu critique de la projection 
L
: En eet, en tout point
de C non-singulier pour S, l'espace tangent a S est contenu dans un hyperplan contenant L ; le
noyau L de la projection va donc couper cet espace tangent de maniere excedentaire.


















est tangent a la surface S au point x
n
2 C et L  H
n
:






























\ S) est donc une droite









On a donc demontre la deuxieme implication, a savoir que si un hyperplan H contient un
(N 2)-plan L veriant L\jC
S;0
j = f0g et si l'image 
L
(H\S) n'est pas tangente au discriminant

L
, alors H est general.
4 Minimalite du nombre de Milnor
Dans le cas d'un germe d'hypersurface de Cl
N
a singularite isolee, B. Teissier demontre dans
[28] (I.1.4) qu'un hyperplan de Cl
N
est general si et seulement si sa section avec l'hypersurface est
9
a singularite isolee et son nombre de Milnor est minium parmi les nombres de Milnor des sections
hyperplanes a singularites isolees. Nous nous proposons, dans cette section, de demontrer une
condition necessaire et susante analogue et valable dans le cas des germes de surfaces normales.
Dans [19] (xx6 et 7), J. Milnor denit le nombre de Milnor pour des hypersurfaces a singularites
isolees. Dans [13], H. Hamm denit aussi un nombre de Milnor pour les intersections completes
a singularites isolees.
Dans le cas des surfaces normales de Cl
N
; les sections hyperplanes sont en general des courbes
gauches qui ne sont pas des intersections completes. Cependant, dans [1] (x1.1), il est associe
a une singularite de courbe reduite, un nombre  qui a des proprietes topologiques analogues a
celles du nombre de Milnor et qui concide avec celui-ci dans le cas des intersections completes
(cf. [1] (lemme 1.1.2) et [10] (appendice 1)).
Considerons un germe de courbe reduite (C; 0) et notons n :

C ! (C; 0) sa normalisation.











et appelons r le nombre de branches du germe (C; 0): Nous avons
une generalisation du nombre de Milnor pour un germe de courbe reduite deni de la maniere
suivante (cf. [1] (1.1.1 et 1.2.1)) :
Denition 4.1 On appellera nombre de Milnor du germe de courbe (C; 0) et on notera (C; 0)
l'entier 2   r + 1:
Le resultat principal de cette section est le suivant :
Theoreme 4.2 Soit S un representant d'un germe de surface analytique normal plonge dans
Cl
N
. Un hyperplan H de Cl
N
ne contenant aucune composante irreductible du co^ne jC
S;0
j est
general si et seulement si la section H \ S est reduite et (H \ S; 0) est minimum parmi les
nombres de Milnor en 0 des sections hyperplanes reduites.
Remarquons que dans le cas ou l'hyperplan H contient une composante irreductible du co^ne
tangent jC
S;0
j alors il est tangent au co^ne le long de chacune des generatrices de cette composante
irreductible. D'apres le theoreme 2.7 on sait qu'un tel hyperplan est une limite d'hyperplans
tangents a S a l'origine.
D'autre part l'anneau local O
S;0
des fonctions holomorphes sur S etant Cohen-Macaulay, les
sections hyperplanes de S qui sont des courbes, sont sans composantes immergees (cf. [34]
appendice 6 corollaire 3).
Avant de demontrer ce theoreme, nous allons enoncer deux lemmes :
Le premier lemme permet de regler le cas des sections hyperplanes qui ont des singularites
non-isolees.
Lemme 4.3 Si l'hyperplan H est general alors la section de H avec S est une courbe reduite.
Demonstration : Considerons un hyperplanH dont la section avec S n'est pas reduite. Notons
E une composante non-reduite de H\S: En tout point x de E l'hyperplanH n'est pas transverse
a S; il contient donc le plan tangent a la surface S en tout point de E: En prenant une suite
de points (x
n
) de la composante E qui converge vers 0, l'hyperplan H est tangent a S en tout
point x
n
non-singulier ; c'est donc une limite d'hyperplans tangents a S a l'origine.
Le second lemme permet d'etablir un lien entre le nombre de Milnor d'une section hyperplane
reduite et la multiplicite d'intersection de son image avec le discriminant d'une projection lineaire
generique. Reprenons les notations de la section precedente : 
L
: S ! U est la projection
generique induite par un (N   2)-plan L et 
L
est son discriminant deni dans 3.2. On a :
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Lemme 4.4 Soit l : Cl
2
! Cl une forme lineaire et soit  = l  
L
: Si la courbe 
 1
(0) est






en 0 est egale a (
 1





Nous remercions le professeur D.T. Le^ qui nous a aimablement communique une preuve de ce
lemme.
Demonstration : Si l'on note D un disque ouvert dans Cl centre en 0 et de rayon susamment
petit et si l'on choisit un bon representant S du germe de surface (S; 0) qui, >rappelons-le, est
normal, le morphisme  : S ! D est une lissication de la courbe 
 1
(0):
Si l'on note (
 1
(t)) la caracteristique d'Euler de la courbe 
 1
(t) pour t 2 D et si l'on
suppose que la courbe 
 1
(0) est reduite alors, d'apres [1] (corollaire 4.2.3), on a :
(
 1
(t)) = 1  (
 1
(0); 0):
En considerant la restriction de la projection 
L
a la courbe 
 1
(t); et en remarquant que le lieu
de ramication de cette restriction est l'ensemble des points d'intersection de la courbe l
 1
(t)







































































Par ailleurs, le discriminant 
L
etant une hypersurface dans un ouvert de Cl
2











































































Nous pouvons maintenant donner la demonstation du theoreme 4.2 :
Demonstration : Precisons que si un hyperplan H de Cl
N
ne contient aucune composante
irreductible du co^ne jC
S;0
j alors l'intersection H \ jC
S;0
j est un nombre ni de droites et donc
un hyperplan generique L de H verie la condition L \ jC
S;0
j = f0g:
Considerons un hyperplan H qui ne contient aucune composante irreductible de jC
S;0
j, qui
soit une limite d'hyperplans tangents a la surface S en 0 et tel que la section H \S soit reduite.
Considerons alors un (N 2)-plan L contenu dansH tel que L\jC
S;0
j = f0g et notons 
L
: S ! U
la projection generique denie par L comme dans la section prededente.
Pour le me^me (N   2)-plan L; nous avons vu lors de la preuve du theoreme 3.3, qu'il existe
un hyperplan H
0
general contenant L: D'apres le lemme 4.3, la courbe H
0
\ S est aussi reduite.
D'apres le lemme 4.4, on a :
(
L



























D'apres le theoreme 3.3, la droite 
L
(H \ S) est une droite du co^ne tangent a 
L





\ S) n'en est pas. Par consequent d'apres [4] (III. x3), on a :
(
L




















Il resulte de 4.4 et 4.5 que :
(H \ S; 0) > (H
0
\ S; 0):
Le nombre de Milnor de H \ S en 0 n'est donc pas minimum.
Reciproquement, considerons un hyperplan H de Cl
N
ne contenant aucune composante
irreductible de jC
S;0
j et tel que, ou bien sa section avec S n'est pas reduite ou bien elle est
reduite et son nombre de Milnor en 0 n'est pas minimum. Montrons que H est une limite
d'hyperplans tangents.
Si la courbe H \ S n'est pas reduite alors d'apres le lemme 4.3, l'hyperplan H est une limite
d'hyperplans tangents a S a l'origine.
Supposons maintenant que la courbe H \ S est reduite et le nombre de Milnor (H \ S; 0)
n'est pas minimum. D'apres [1] (theoreme 6.1.7), il existe un ouvert dense 
 de l'ensemble des
hyperplans de Cl
N
tel que pour tout H
0
2 
 on ait H
0
\S est reduite et (H
0
\S; 0) < (H\S; 0):
L'ensemble des intersections des hyperplans contenus dans 
 avec l'hyperplan H est un ouvert
dense de l'ensemble des hyperplans de H. Par ailleurs, puisque l'hyperplanH ne contient aucune
composante irreductible de jC
S;0
j; l'ensemble des hyperplans de H n'ayant aucune generatrice
en commun avec le co^ne jC
S;0
j est aussi un ouvert dense de l'ensemble des hyperplans de H:




tel qu'on ait a la fois H
0
\ S est une courbe reduite,
(H
0
\S; 0) < (H\S; 0) et si l'on note L le (N  2)-plan de Cl
N
deni par l'intersection H
0
\H
alors L \ jC
S;0
j = f0g:
Si l'on note 
L















































Par consequent, la droite (
L
(H \ S)) est une droite du co^ne tangent au discriminant 
L
en
0. D'apres le theoreme 3.3, l'hyperplan H est une limite d'hyperplans tangents a la surface S a
l'origine. Ce qui acheve la preuve du theoreme 4.2.
Exemple



















co^ne tangent reduit jC
S;0
j est le plan de Cl
4
deni par (x; z):
Considerons maintenant le 2-plan L de Cl
4
deni par (y; t): On a bien la condition de genericite
L \ jC
S;0



















): On a m(
L




j est la droite de Cl
2
denie par (y): Le







les hyperplans de Cl
4
denis respectivement par (y) et par (t): D'apres
le theoreme 3.3, l'hyperplan H
y=0


























): Dans les deux cas ce sont des intersections completes denies
par des polyno^mes quasi-homogenes. En appliquant la formule donnee par M. Giusti dans [11]
(x1) pour le calcul du nombre de Milnor dans ce cas, on obtient :
(H
y=0
\ S; 0) = 13 et (H
t=0
\ S; 0) = 9:




; 0) +m(S; 0)  1; qui dans ce cas vaut 12  4 + 1 = 9;
alors d'apres le theoreme 4.2, on doit avoir (H
t=0




\ S; 0) > 
min
; ce
qui est le cas d'apres le calcul des nombres de Milnor.
Remarquons que l'hyperplan H
y=0
n'est pas tangent au co^ne jC
S;0
j: D'apres le theoreme 2.11,
l'hyperplan H
y=0
contient donc une tangente exceptionnelle de la surface S en 0. Dans ce cas,
la droite denie par (x; y; z) est cette tangente exceptionnelle de S en 0.
5 Tangentes exceptionnelles
Rappelons que d'apres le theoreme 2.11, un hyperplan de Cl
N
est une limite d'hyperplans
tangents a une surface normale en un point singulier si et seulement si cet hyperplan est tangent
au co^ne tangent a la surface en ce point ou contient une tangente exceptionnelle de la surface
en ce point. La determination de l'ensemble des limites d'hyperplans tangents a une surface
normale en un point singulier passe donc par la determination des tangentes exceptionnelles de
cette surface en ce point singulier.
Nous allons commencer par donner une caracterisation des tangentes exceptionnelles d'un
germe de surface normale en terme de resolution simultanee faible des familles des sections
hyperplanes.
5.1 Resolution simultanee faible










) est le germe d'une surface et (D; d
0
) celui d'une courbe non-singuliere. Notons f : X ! D










X ! D le morphisme compose f  n:
La normalisation en famille et la resolution simultanee faible de f : X ! D sont denies
comme suit (cf. [27] x1 et [1] 4.1.5) :
Denition 5.1 La famille de courbes f : X ! D a une normalisation en famille si pour tout









(d)   f(d)g soit non-
singuliere pour tout d 2 D et jn
 1




))j alors on dit que le morphisme f
a une resolution simultanee faible en x
0
le long de (D):
Dans le cas ou les bres du morphisme f sont des courbes planes, la resolution simultanee faible
est caracterisee par l'une des nombreuses notions equivalentes d'equisingularite d'une surface en
un point le long d'une courbe (cf. [17] x1.2). Certaines de ces equivalences ne sont plus valables
dans le cas des courbes gauches. Cependant nous disposons des equivalences suivantes ([27]
theoreme 1.3.2 et [1] theoreme 5.2.2) :
Theoreme 5.2 Soit f : X ! D comme ci-dessus.
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a) Le morphisme f a une normalisation en famille si et seulement si pour tout d 2 D la courbe
f
 1















(d); x); l'invariant 
etant celui introduit pour la denition 4.1.
b) Le morphisme f a une resolution simultanee faible si et seulement si l'une des proprietes
equivalentes suivantes est veriee :
(i) Le morphisme f a une normalisation en famille et il existe une section  : D ! X telle que
le nombre de branches, r(f
 1
(d); (d)); de f
 1
(d) au point (d) soit constant pour tout d 2 D:
(ii) Le morphisme f est a bres reduites et a une section  : D ! X telle que le nombre de
Milnor (f
 1
(d); (d)) soit constant pour tout d 2 D:
5.2 Caracterisations des tangentes exceptionnelles
Nous allons maintenant etudier l'existence d'une resolution simultanee faible dans le cas des
familles de sections hyperplanes d'une surface normale.
Considerons un (N   2)-plan L de Cl
N
tel que L \ jC
S;0
j = f0g: La projection generique

L
: S ! U  Cl
2
est denie par deux fonctions holomorphes f et g contenues dans l'ideal
maximal m de l'anneau local O
S;0
: La genericite de 
L
fait que la paire (f; g) est une suite
reguliere de l'anneau O
S;0





! S de l'ideal primaire (f; g)O
S;0
:




































est l'eclatement de l'origine dans U et 
0
L






















systeme de coordonnees homogenes dans Pl
1




par la propriete universelle de l'eclatement, 
0
L









) : S  Pl
1
! U  Pl
1
: Le morphisme 
0
L
est un morphisme ni.



















: Les bres du morphisme f sont exactement les transformees strictes par e
L
des sections
hyperplanes de la surface S denies par les hyperplans de Cl
N
qui contiennent le (N   2)-plan
L: Une section hyperplane de S denie par un hyperplan contenant le (N   2)-plan L etant
isomorphe a sa transformee stricte par l'eclatement e
L









D'autre part, la surface S etant normale, l'espace SPl
1
est Cohen-Macaulay au voisinage de
chacun de ses points. La surface S
0
L
etant une hypersurface dans SPl
1
; son anneau de fonctions






On fera alors une etude locale de l'existence de resolution simultanee faible de la famille de









5.3 Considerons un point x
0
de la surface S
0
L












son image par le








le morphisme induit par f:
14











qui a tout point d 2 D
L
associe le point (d) 2 X
L
deni comme etant l'u-
nique point d'intersection de la bre f
 1
L





Theoreme 5.4 Un hyperplan H de Cl
N
ne contenant aucune composante irreductible du co^ne
jC
S;0
j est general si et seulement si pour tout hyperplan L de H veriant L \ jC
S;0







construit, comme dans 5.3, autour du point exceptionnel x
0
; de la
transformee stricte, par e
L




Demonstration : Soit H un hyperplan de Cl
N




Supposons que l'hyperplan H est general. Soit L un (N   2)-plan de Cl
N
contenu dans H et
tel que L\ jC
S;0
j = f0g: Notons x
0
le point d'intersection de la transformee stricte de H \S par
l'eclatement e
L
avec le diviseur exceptionnel de e
L
: Rappelons que l'ensemble des hyperplans
generaux de Cl
N
contenant L est un ouvert dense de l'ensemble des hyperplans de Cl
N
contenant







) de sorte que







soient denies par des hyperplans generaux de Cl
N
: Considerons






deni autour de x
0
comme dans 5.3.





est isomorphe a la section hyperplane
de S dont elle est la transformee stricte par l'eclatement e
L
: Il en resulte que si une section
H
0
\ S reduite a comme transformee stricte la bre f
 1
(d); d 2 Pl
1
; alors on a :
(f
 1
(d); (d)) = (H
0
\ S; 0):




; les bres du morphisme f
L
sont toutes les transformees strictes de
sections hyperplanes denies par des hyperplans generaux de Cl
N
: D'apres le theoreme 4.2, pour
tout d 2 D
L
; les bres f
 1
L




(d); (d)) = (H \ S; 0)
et vaut la valeur minimale 
min
parmi les nombres de Milnor en 0 des sections hyperplanes






a une resolution simultanee
faible le long de la section (D
L
):
Reciproquement, supposons que pour tout (N   2)-plan L de Cl
N
contenu dans l'hyperplan
H veriant L \ jC
S;0











le point d'intersection de la transformee stricte, par l'eclatement e
L
;








): D'apres le theoreme 5.2, pour tout
d 2 D
L
; la bre f
 1
L












Or les bres du morphisme f
L
sont isomorphes aux sections hyperplanes de S dont elles sont les
transformees strictes par e
L
: L'ensemble des hyperplans generaux de Cl
N
etant un ouvert dense
de l'ensemble des hyperplans de Cl
N
; il existe d 2 D
L
tel que la bre f
 1
L













Or d'apres le theoreme 4.2, on a (H
0
\ S; 0) = 
min
: Par consequent,










(d); (d)) = (H
0
\ S; 0) = 
min
:
D'apres le theoreme 4.2, l'hyperplan H est general.
Ce theoreme nous donne une caracterisation des limites d'hyperplans tangents en termes
d'existence d'une resolution simultanee faible de familles de sections hyperplanes. Rappelons
qu'une tangente exceptionnelle de S en 0 est une generatrice du co^ne tangent telle que tout
hyperplan la contenant est une limite d'hyperplan tangent a S en 0. Cependant les tangentes
exceptionnelles de S en 0 n'apparaissent pas clairement dans un eclatement de \type e
L
". Par
contre, toute generatrice du co^ne tangent a S en 0 correspond a un point du diviseur exceptionnel
de l'eclatement de l'origine dans S:
5.5 Notons e : S
0





: La courbe exceptionnelle dans S
0
est la courbe projective projC
S;0
: Si L est un
(N 2)-plan veriant L\jC
S;0

















Theoreme 5.6 Soit l
0




le point qui lui correspond dans
projjC
S;0
j: La generatrice l
0
est une tangente exceptionnelle de la surface S en 0 si et seulement
si, pour tout (N   2)-plan L veriant L \ jC
S;0












) comme dans 5.3, n'a pas de resolution simultanee faible le long du
diviseur exceptionnel.
Demonstration : Soit l
0
une tangente exceptionnelle de S en 0 et soit L un (N   2)-plan de
Cl
N
veriant L \ jC
S;0
j = f0g: Notons y
0
le point de projjC
S;0





son image par le morphisme p
0
L
construit comme dans 5.5. D'apres la denition 2.12,
l'hyperplan H de Cl
N
engendre par le (N   2)-plan L et la droite l
0
est une limite d'hyperplans
tangents a la surface S en 0 et donc d'apres le theoreme 4.2, la courbe H\S est soit non-reduite,




designe la valeur minimale des nombres de Milnor
























) n'est pas reduite, alors le morphisme f
L
n'a pas de resolution simultanee
faible.
















Par ailleurs, en choisissant un representant X
L





) assez petit, on
peut supposer que toutes les autres bres du morphisme f
L
sont les transformees strictes par e
L
de sections hyperplanes denies par des hyperplans generaux de Cl
N


















Par consequent, d'apres le theoreme 5.2, le morphisme f
L
n'a pas de resolution simultanee faible
le long du diviseur exceptionnel dans X
L
:























Soit H un hyperplan de Cl
N
contenant la generatrice l
0
: Si l'hyperplan H contient une com-
posante irreductible de jC
S;0
j alors c'est une limite d'hyperplan tangent. Sinon, l'hyperplan H










induit par L n'a pas de resolution simultanee faible le long du diviseur exceptionnel dans X
L
alors d'apres le theoreme 5.4, l'hyperplan H n'est pas general. Par consequent, tout hyperplan
de Cl
N
contenant la generatrice l
0
est une limite d'hyperplans tangents a la surface S en 0.
D'apres la denition 2.12, la generatrice l
0
est une tangente exceptionnelle de la surface S en 0.
Ce qui acheve la preuve du theoreme 5.6.
Remarque 5.7 Notons f et g deux fonctions holomorphes de O
S;0
qui denissent la projection

L
: S ! U: D'apres [25] (I. x5.2), la projection 
L
est generique si et seulement si l'ideal
maximal m de O
S;0
est entier sur l'ideal (f; g)O
S;0
: Par consequent, lorsque la projection 
L
est
generique les deux ideaux (f; g) et m de O
S;0
ont me^me clo^ture integrale (en l'occurence m) ;
d'apres [25] (page 330), ces deux ideaux ont me^me eclatement normalise.


























ou les morphismes n et n
L






Nous pouvons maintenant determiner explicitement les tangentes exceptionnelles d'une surface
normale :
Theoreme 5.8 Soient l
0




le point de projjC
S;0
j qui lui
correspond. La generatrice l
0
est une tangente exceptionnelle de la surface S en 0 si et seulement
si y
0
est un point singulier d'une branche de la courbe projjC
S;0
j ou l'image par la normalisation
n d'un point singulier de la surface

S ou d'un point singulier du diviseur exceptionnel dans

S
ou une valeur critique de la restriction de la normalisation au diviseur exceptionnel de

S.
Ce theoreme ameliore le resultat annonce dans [24] (theoreme 8) et demontre dans [23]
(theoreme 4.17). Nous remercions le professeur D. T. Le^ qui a attire notre attention sur cette
amelioration.
Remarque 5.9 Dans [9] (denition 4), G. Gonzalez-Sprinberg et M. Lejeune-Jalabert appel-
lent section hyperplane generale d'une surface S (non-necessairement normale), une section de
S denie par un hyperplan H dont le projectivise projH est transverse a la courbe projjC
S;0
j
en evitant les points singuliers de projjC
S;0
j; la transformee stricte par l'eclatement e du lieu
singulier de S; l'image par la normalisation n des points singuliers de

S et les valeurs critiques de
la restriction de la normalisation au diviseur exceptionnel de

S: Le theoreme ci-dessus nous per-
met de comparer les sections hyperplanes generales dans le sens de [9] aux sections hyperplanes
denies par des hyperplans generaux dans le sens de ce travail ; voir la proposition 5.12.
Demonstration : Le long de cette demonstration, nous appellerons point special un point de
la courbe projjC
S;0
j parmi ceux enumeres dans ce theoreme.
Montrons d'abord qu'un point special correspond a une tangente exceptionnelle de S en 0 :
Soit y
0
un point de projjC
S;0
j et L un (N 2)-plan de Cl
N
veriant L\j > C
S;0


























1er cas : Le point y
0
est l'image par la normalisation n d'un point singulier de

S: Dans ce
cas, par commutativite du diagramme 5.2, la surface normalisee de X
L
est singuliere au dessus
de x
0
; par consequent, le morphisme f
L
n'a pas de normalisation en famille, il n'a donc pas de





une tangente exceptionnelle de S en 0.
2eme cas : y
0
est l'image par la normalisation n d'un point singulier du diviseur exceptionnel
de








) est alors image par n
L
d'un point singulier du diviseur exceptionnel
de













)j: Le morphisme f
L
n'a donc
pas de resolution simultanee faible le long de (D
L
). D'apres le theoreme 5.6, la generatrice l
0
est une tangente exceptionnelle de S en 0.
3eme cas : Le point y
0
est une valeur critique de la restriction de la normalisation n au
diviseur exceptionnel dans

S: Si le morphisme f
L
avait une resolution simultanee faible le long
du diviseur exceptionnel dans X
L



















 n; par consequent, si on note Y




au dessus de X
L












ce qui est impossible quand y
0
est une valeur critique de la restriction de n au diviseur excep-
tionnel de

S: Le morphisme f
L
n'a donc pas de resolution simultanee faible. D'apres le theoreme
5.6, la generatrice l
0
est une tangente exceptionnelle de S en 0.
4eme cas : Le point y
0
est un point singulier d'une branche de projjC
S;0









et l'image par n du diviseur exceptionnel au voisinage de s
0
contienne
la branche de projjC
S;0
j singuliere en y
0
: Dans ce cas, au voisinage de s
0
; la restriction de la
normalisation n
L








) est une valeur critique de cette restriction. Le morphisme f
L
n'a donc pas
de resolution simultanee faible, et donc d'apres le theoreme 5.6, la generatrice l
0
est une tangente
exceptionnelle de S en 0.
Reciproquement, soit y
0
un point de projjC
S;0





j qui lui correspond n'est pas une tangente exceptionnelle de S en 0.
Choisissons un (N   2)-plan L de Cl
N
veriant L \ jC
S;0





contenant L et l
0








\ S est reduite
projH
0
ne contient pas de point special
H
0


























le morphisme construit autour de x
0







Nous allons montrer que le morphisme f
L

















S au-dessus de x
0







n'est pas un point special, z
0
n'est pas un point singulier du
diviseur exceptionnel reduit de

S et son image par la normalisation est un point non-singulier
d' une branche de projC
S;0
. Par construction du morphisme p
0
L








est critique en y
0
si et seulement si l'hyperplan
projectif projH
0
n'est pas transverse a cette branche dans Pl
N 1




. le point z
0






au diviseur exceptionnel de

S. Ainsi, le point d
0





au diviseur exceptionnnel de

S.








) est transverse au diviseur exceptionnel de

S, de plus la
section hyperplane H
0





) est une courbe reduite. Le morphisme
f
L
a donc une normalisation en famille au voisinage de x
0
.







est egal au nombre
de branches de f
 1
L
(d) en (d) pour d voisin de d
0






. Posons x = (d).








































, et puisque l'hyperplan projectif projH
0
est











au-dessus de x voisins de y
i









) est egal a la




) pour tous les points y
i;j
au-dessus de x voisins de y
i
.





















D'apres le theoreme 5.2, le morphisme f
L
a une resolution simultanee faible le long du diviseur




n'est pas une tangente
exceptionnelle de la surface S en 0. Ce qui acheve la preuve du theoreme 5.8.
Remarque 5.10 D'apres le theoreme 5.8, un point de croisement de composantes irreductibles
non-singulieres de la courbe projC
S;0
qui n'est pas image par la normalisation n ni d'un point
singulier de la surface

S ni d'un point singulier du diviseur exceptionnel de

S ni d'un point
critique de la restriction de la normalisation au diviseur exceptionnel de

S ne correspond pas a
une tangente exceptionnelle de la surface S en 0. Dans le cas ou la surface S est une hypersurface
a singularites isolees, de tels points n'existent pas puisque J. P. G. Henry et D. T. Le^ ont
prouve dans [15], que tous les points singuliers de projjC
S;0
j correspondent a des tangentes
exceptionnelles. Il serait interessant de savoir si de tels points existent dans le cas general des
surfaces normales.
Dans le cas ou la surface S
0
obtenue par eclatement de l'origine de S est elle-me^me une surface
normale (c'est le cas en particulier des surfaces a singularites rationnelles (cf. [30])), le resultat
du theoreme 5.8 s'xprime plus simplement :
Corollaire 5.11 Dans le cas ou l'eclatement de l'origine d'une surface normale S est une sur-




est une tangente exceptionnelle de S en 0 si et




j lui correspondant est un point singulier de la surface eclatee
S
0
ou un point singulier de la courbe projjC
S;0
j:




S sont egales. On
applique alors le theoreme 5.8.
En vertu des theoremes 2.11, 5.8, du corollaire 5.11 et de la remarque 5.9, on a :
Proposition 5.12 Pour une surface S normale en 0, une section hyperplane generale dans le
sens de [9] est denie par un hyperplan qui n'est pas limite d'hyperplans tangents a la surface S
en 0.
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Dans le cas ou l'eclate de S en 0 est une surface normale, une section hyperplane est generale
dans le sens de [9] si et seulement si elle est denie par un hyperplan qui n'est pas une limite
d'hyperplans tangents a la surface S en 0.
6 Courbes polaires
La notion de varietes polaires introduite et etudiee par D.T. Le^ et B. Teissier (cf. [16]),
constitue une classe d'objets geometriques lies a l'etude geometrique et topologique des singu-
larites des espaces analytiques complexes. Dans le cas des germes de surfaces complexes, cette
notion se reduit a celle des courbes polaires qui se trouvent e^tre intimement liee aux tangentes
exceptionnelles en des points singuliers.
Un (N   2)-plan lineaire L de Cl
N
induit un morphisme 
L
de la surface S sur un ouvert U de
Cl
2
: D'apres [16] (x2), on denit les courbes polaires associees au germe de surface (S; 0) comme
suit :
Denition 6.1 Pour un (N   2)-plan generique L de Cl
N
; l'adherence dans S du lieu critique
de la restriction de 
L
au lieu non-singulier de S est un espace analytique reduit de dimension 1
ou vide qu'on appelle courbe polaire (ou premiere variete polaire) associee au germe de surface
(S; 0) et au (N   2)-plan L et qu'on note P
1
((S; 0); L):
Dans le cas d'une surface normale, et a moins que la surface ne soit non-singuliere, les courbes
polaires ne sont pas vides et concident avec le lieu critique des projections lineaires generiques.
On denit dans [22] (III. denition 1.1) les points xes des courbes polaires comme suit :
Denition 6.2 Soit  : X ! S une modication de la surface S au-dessus de 0. On dira qu'un
point  de la bre exceptionnelle de  est un point xe par  du systeme lineaire des courbes
polaires ou encore un point base pour  s'il existe un ouvert dense 
 de la Grassmannienne des
(N   2)-plans de Cl
N
; tel que pour tout L 2 
; la transformee stricte par  de la courbe polaire
P
1
((S; 0); L) contienne le point :
On commencera par etudier les points xes du systeme lineaire des courbes polaires par
l'eclatement de l'origine d'une surface normale.
Un resultat de D.T. Le^ et B. Teissier, dans [17] (proposition 2.2.1) s'interprete dans le cas des
surfaces normales comme suit :
Proposition 6.3 Un point de projjC
S;0
j est un point base pour l'eclatement de l'origine dans
S si et seulement si la generatrice du co^ne tangent qui lui correspond est une tangente excep-
tionnelle de la surface en 0.
Dans le cas des surfaces a singularites rationnelles, M. Spivakovsky demontre dans [22] (III.
corollaire 3.11) le resultat suivant :
Proposition 6.4 Soit S une surface normale ayant une singularite rationnelle en 0 et soit
e : S
0
! S l'eclatement de l'origine. Un point non-singulier de la surface S
0
est un point base
pour l'eclatement si et seulement s'il est un point singulier du diviseur exceptionnel reduit.
Et dans [22] (III. Remarque 3.12) il pose la question suivante :
Question 6.5 Soit S
0
la surface obtenue par l'eclatement d'une singularite rationnelle de sur-
face. Un point singulier de la surface S
0
est-il un point base pour l'eclatement ?
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Il donne une reponse positive a cette question dans le cas d'une surface a singularite minimale
dans [22] (III. x5).
Le corollaire 5.11 enonce dans la section precedente donne une reponse positive a la question
6.5 ainsi qu'une preuve de la proposition 6.4.
En appliquant les resultats obtenus dans la section precedente sur les tangentes exceptionnelles
d'une surface normale, nous obtenons une reponse positive a la question 6.5 dans le cas general
d'une surface normale :
Theoreme 6.6 Soit S une surface normale a singularite en 0. Notons e : S
0
! S l'eclatement




la normalisation de S
0
. L'image par n d'un point singulier de

S est un point base pour l'eclatement e.
Ce theoreme est une consequence immediate du theoreme 5.8 et de la proposition 6.3.
Nous allons maintenant redonner une formulation a ce resultat en termes de contraction des
composantes de Tyurina.
Donnons d'abord une denition qui generalise la notion de composantes de Tyurina a certaines
resolutions d'une surface normale.
Considerons une resolution  : X ! S de la surface S: Si l'on note m l'ideal maximal de
l'anneau O
S;0
; alors, d'apres la propriete universelle de l'eclatement et de la normalisation (cf.
[2] page 25), le faisceau mO
X
est inversible si et seulement si la resoltion  : X ! S se factorise
par l'eclatement normalise de l'ideal maximal m.









sa normalisation, et notons  : X !

S









la decomposition de la bre exceptionnelle de la resolution en com-
posantes irredutibles. Si f designe une fonction holomorphe contenue dans l'ideal maximal m,
on designera par D
f
la partie du diviseur 

f qui est a support sur la bre exceptionnelle. Il
existe alors des entiers naturels m
1;f












: Ainsi le cycle D
f
est a
support sur la bre exceptionnelle. On denit le cycle maximal de la resolution  (cf. [33] II.








ou l'on denit l'ordre partiel sur les cycles a support sur la bre exceptionnelle en comparant



























(cf. [33] II. x4).
Le theoreme suivant est prouve dans [8] x2 :
Theoreme 6.7 Une composante irreductible E
i
de la bre exceptionnelle de la resolution  se
contracte par  sur un point du diviseur exceptionnel dans






De me^me l'image par  d'une composante irreductible E
i
est une composante irreductible du
diviseur exceptionnel dans







Une demonstration de ce resultat est egalement faite dans [23] (theoreme 3.5).
Notons 
1
;    ;
k















Denition 6.8 On appellera les composantes connexes 
i
denies ci-dessus, les composantes
de Tyurina-Spivakovsky de la resolution  : X ! S:
Comme l'a remarque M. Spivakovsky, dans [22] (III. Lemme 7.1), les composantes 
i
denies
ci-dessus generalisent la notion de composantes de Tyurina d'une resolution d'une surface a
singularites rationnelles (cf. [30]) au cas des resolutions de surfaces normales qui se factorisent
par l'eclatement normalise des points singuliers.
Nous pouvons maintenant reformuler le theoreme 6.6 en termes de contractions des com-
posantes de Tyurina-Spivakovsky :
Theoreme 6.9 Si  : X ! S est une desingularisation de la surface S obtenue par composition
de l'eclatement e : S
0
! S de l'ideal maximal mO
S;0







de la desingularisation minimale  : X !

S ( = e  n  ), alors les composantes de Tyurina-
Spivakovsky de la desingularisation  se contractent, sur des points bases des courbes polaires
de S en 0 pour l'eclatement de l'ideal maximal de O
S;0
:
Demonstration : D'apres la denition 6.8 et le theoreme 6.7, Les composantes de Tyurina-
Spivakovsky de la desingularisation  se contractent par le morphisme  sur des points de la
surface

S: La resolution  de

S etant minimale, aucune composante irreductible du diviseur
exceptionnel de  n'a une auto-intersection egale a  1. Par consequent, chaque composante
de Tyurina-Spivakovsky de  se contracte par  sur un point singulier de la surface

S: D'apres
le theoreme 5.8, l'image par la normalisation n d'un point singulier de






qui correspond a une tangente exceptionnelle de S en 0. Les
composantes de Tyurina-Spivakovsky de  se contractent donc par le morphisme n   sur des
points qui correspondent a des tangentes exceptionnelles de S en 0. Or d'apres la proposition




On peut egalement s'interesser a l'etude de l'existence de points xes du systeme lineaire
des courbes polaires dans une desingularisation d'une surface normale. Ce probleme est relie a
l'etude des resolutions des surfaces par des suites de modications de Nash normalisees.
Dans [22] (III. theoreme 1.2), M. Spivakovsky Demontre :
Proposition 6.10 Le systeme lineaire des courbes polaires de S n'a pas de point xe dans la
resolution  : X ! S si et seulement si la resolution  se factorise par la modication de Nash
normalisee de la surface S:
La determination explicite de la resolution d'une singularite de surface normale par des
suites de modications de Nash normalisees a partir d'une desingularisation donnee, passe
donc par la determination des points xes du systeme lineaire des courbes polaires dans cette
desingularisation.
Considerons une desingularisation  : X ! S pour laquelle le faisceau mO
X
est inversible et
qui soit minimale pour cette condition et notons  : X
0
! X la suite minimale d'eclatements
de points pour laquelle le systeme lineaire des courbes polaires n'a pas de points xes dans X
0
:
D'apres la proposition 6.10, la surface X
0


























La minimalite des morphismes  et  fait que les composantes de Tyrina-Spivakovsky de la
resolution    : X
0
! S se contractent exactement sur les points xes du systeme lineaire des
courbes polaires dans l'eclatement de l'origine dans S; qui sont les tangentes exceptionnelles de
la surface normale S en 0.
Dans le cas ou les singularites de la surface S sont des points doubles rationnels ou des sin-
gularites minimales, G. Gonzalez-Sprinberg dans [6] (x5) pour le premier cas et M. Spivakovsky
dans [22] (III. x5) pour le second, determinent les points xes du systeme lineaire des courbes
polaires dans la resolution minimale de la surface. Dans le cas general, il n'y a pas encore a notre
connaissance de resultat sur la determination des points xes du systeme lineaire des courbes
polaires dans une resolution des singularites.
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